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1. FUNCIONES DEFINIDAS MEDIANTE INTEGRALES

1.2. Funciones de Euler

Funcién T de Euler

Se define la funcién I' : (0,00) — R por

I‘(p):/ 2Pl dx
0

que es una integral impropia convergente para cada p > 0.

Caélculo de T
1. Férmula de reduccién: Sip > 1 entonces I'(p) = (p— 1) - I'(p — 1).

2. Sip=n e N*=N) {0}, entonces

En particular I'(1) = 0! = 1.
3. Sip=n+rconnecN'y0<r<1, entonces

vp)=T(n+r)=n—-1+r)(n—247r)...2+7r) 1 +7r)r -I(r)

Observaciones:

1. El cédlculo de cualquier I'(p), p > 1 no entero, se hace aplicando la férmula de recurrencia en
funcién de un I'(r) con 0 < r < 1.

2. La funcién I'(r), para 0 < r < 1, estd tabulada en tablas y disponible para su uso en cualquier
software matematico.

3. Conviene saber, como se puede justificar mas adelante, que F(%) = /.

Ejemplo
Calcular el valor de: (a) I'(5); (b) I‘(%); (a) T'(9).

Propiedades I

1. La funcién I es continua y derivable en (0, +00), siendo:
o]
I(p) = / P e " Inx da
0
2. Mediante el cambio de variable x = —Iny, la expresion de la funcién I' se transforma en:

I(p) = /01 (m i)pl do

3. Si0<p<1entonces: I'(p)-T'(1 —p) = ==

sen pm’

Ejemplo

Usa la funcién I' para calcular el valor de la integral: [ = fooo \/Ee*x3 dz.



Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM. 2011/2012

Foérmula de Gauss para la funcién T
La funcién I' se puede expresar mediante un limite en la conocida férmula de Gauss:

n! np
I'(p) = lim
() n—)oop(p+1)(p+n)

cumpliéndose que:
e Coincide con la definicién integral de Euler si p > 0.
e I'(p) <oo,sip¢Z-U{0}={...,-3,-2,—-1, 0}.
o I'(p) =00, si pe Z~ U{0}.

Funcion 3 de Euler

Se define la funcién 8 : (0,00) x (0,00) — R por

1
B(p.g) = /0 P11 - 2)7 Ve

que es una integral impropia convergente para cada p,q > 0.

Propiedades de 3
1. Simetria: B(p,q) = B(q,p).

2. 8ip>0yqg>1:
1
B(p,q) = a—- Blp+1,q—1) (férmula de recurrencia)
p

En particular, si ¢ € N, aplicando iterativamente la férmula de recurrencia:

_ (g —1)! 1
/B(p7q)7p(p+1)...(p+q—1) = ﬂ(pyl)—p

3. Mediante el cambio de variable z = sin? @ en la integral, se obtiene:
/2
B(p,q) =2 / sin??~1 0 cos®1 0 do (expresién trigonométrica de f3)
0

4. Célculo de integrales trigonométricas:

/2 1 1 1
I(n,m):/ Sinnecosmedﬂzﬁ(n+ ’m—i—> , n,m > —1
0 2 2 2
5. Relacion entre 5 y I':
I'(p) - I'(q)
B(p,q
&4 I'(p+q)

Ejemplos
1. Calcula el valor de: (a) 8(5/2,3); (b) 8(5/2,3/2).

2. Calcula el valor de la integral: I = f(;r/z sin? x cos® x dz.
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Ejercicios

1. Calcula, usando integrales eulerianas, el valor de las siguientes integrales:

1 1 dx
a —x%d c —
@ [ Vi-a o [
00 w/2 /2
(b)/ ze ™ dx (d)/ Vtanzx dx (f)/ sin® @ cos? 6 df
0 0 0

/2
(e) / sin® 0 cos? 0 df
0

2. Halla el drea del recinto plano encerrado por la curva 22/° + y2/5 = a2/5, a4 > 0.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

1. (a) §; (b) 5T(3); (c) 575 (d) T3 (e) 555; (F) &

157a?
2. (a) 55




